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Chapter 1

差商

1.1 绪论

多项式插值：Lagrange、Newton、Hermite。
Pm: 最高不超过 m 次的多项式。

Runge 现象：f(x) = 1
1+x2 , x ∈ [−5, 5]，用一个多项式插值不能很好地拟合这个函数。

1.1.1 分段插值

分段插值 → 样条：分段光滑多项式。插值方法不行，不做插值，改做逼近。

给定区间 [a, b]，假设 a = x0 < x1 < · · · < xk < xk+1 = b，

{
Ii = [xi, xi+1), i = 0, · · · , k

每一段上都可以约定多项式的次数，叫做 multi-degree spline，就是每段上最高次数不一样。我们这
门课，每一段上多项式次数，给一个统一的最高值。

Sm(∆) :=
{
s(x) | s(x) |Ii∈ Pm, s(x) ∈ Cm−1[a, b]

}
以后每个结点可以指定不同的光滑次数。

Sm(∆) ⊂ Cm−1[a, b] 线性空间（关心基函数）+ 对偶基。从计算的角度来说，具有紧支集的基函数。
学过有限元的话，具有紧支集的函数

∫
R f(x)g(x)dx 就很好算。

1.1.2 B 样条基函数

B 样条基函数 (B-spline)，B 是 Basic。
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1.2 Lagrange 插值

问题: 给定区间 [a, b] 上的函数 f(x)，给定互异的插值节点组 {xi}mi=0 使得

a ⩽ x0 < x1 < · · · < xm ⩽ b

找 pm(x) ∈ Pm 满足插值条件 pm(xi) = f(xi), i = 0, · · · ,m.

定理 1.2.1. 插值问题的解存在且唯一.

证明. 设 pm(x) = a0 + a1x+ · · ·+ amxm, 则插值条件等价于
a0 + a1x0 + · · ·+ amxm

0 = f(x0)

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·

a0 + a1xm + · · ·+ amxm
m = f(xm)

这是一个关于 {ai}mi=0 的线性方程组, 解存在唯一当且仅当行列式

detB =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 x0 · · · xm
0

1 x1 · · · xm
1

... . . . . . . ...
1 xm · · · xm

m

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=
∏
i<j

(xi − xj) 6= 0.

上面是理论上的存在唯一性. 如果要按照上面的方法去解 {ai}mi=0,因为这个矩阵是非稀疏的,我
们会发现这个计算量太大. {1, x, · · · , xm} 作为 Pm 的一组基虽然在理论上很自然, 但在计算上的效
果并不好. 所以我们希望在给定插值节点组 {xi}mi=0 的情况下, 找到 Pm 的一组基 {φi(x)}mi=0, 使得
此时求 pm(x) 关于基的系数的方程尽可能简单, 也就是使矩阵

B =


φ0(x0) φ1(x0) · · · φm(x0)

φ0(x1) φ1(x1) · · · φm(x1)
... . . . . . . ...

φ0(xm) φ1(xm) · · · φm(xm)


尽可能简单. 我们能想到的最简单的矩阵就是 B = I, 这就是要求

φi(xj) = δij .

以 φ0 为例, 这样就要求 x1, · · · , xm 是 φ0 的零点, 又因为 φ0 是一个不超过 m 次的多项式, 所以我
们已经在相差一个常数倍的意义下决定了 φ0,

φ0(x) ∼ (x− x1) · · · (x− xm).

再结合条件 φ0(x0) = 1, 我们得到

φ0(x) =
(x− x1) · · · (x− xm)

(x0 − x1) · · · (x0 − xm)
.
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其他的 φi(x) 是同理的. 这样一来,

pm(x) = a0φ0(x) + a1φ1(x) + · · ·+ amφm(x)

中的系数 {ai}mi=0 就被确定为

ai = f(xi), i = 0, · · · ,m.

我们给这组基一个专有的记号记作 li, 称作 Lagrange 插值多项式, 将这种插值方式

pm(x) =
m∑
i=0

f(xi)li(x)

称作 Lagrange 插值.

命题 1.2.2.
m∑
i=0

li(x) ≡ 1

证明. 左侧其实就是 1 的 Lagrange 插值多项式, 按插值的要求它在 m + 1 个点取到 1, 这大于它的
次数 m, 所以只能恒为 1.

如果引入记号

ωm+1(x) = (x− x0)(x− x1) · · · (x− xm)

那么

li(x) =
ωm+1(x)

(x− xi)ω′
m+1(xi)

.
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1.3 Newton 插值

Lagrange插值有一个缺点, 就是基函数高度依赖于节点的选择. 如果节点发生了变化, 哪怕是在
原有的 m 个节点的基础上新增一个节点, 也需要重新算一遍基函数. 这就促使我们引入了 Newton
插值. 把握住目的是新增节点时能够复用原有的基函数, 就不难理解 Newton 插值的基函数的选择.
首先 m = 0 只有一个节点的时候, 很平凡的情形自然会选 φ0 = 1 作为基函数. 当 m = 1 也就

是有两个节点的时候, 首先我们已经有了 φ0 = 1, 所以矩阵长成

B =

(
1 φ1(x0)

1 φ1(x1)

)

的样子, 我们为了 B 简单所以取 φ1 = x− x0. 当 m = 2 时, 矩阵长成

B =


1 0 φ2(x0)

1 φ1(x1) φ2(x1)

1 φ1(x2) φ2(x2)


依旧是为了矩阵简单我们取 φ2 = (x− x0)(x− x1). 这样一来, φi(x) 的取法就比较清楚了

φ0(x) = 1, φi(x) = (x− x0)(x− x1) · · · (x− xi−1), i = 1, 2, . . . ,m.

根据这种取法, A 是一个下三角矩阵. 为什么不在 φi(x) 前加系数来进一步简化矩阵? 因为给 φ1(x)

前加系数顶多把 φ1(x1) 给调成 1, 不可能同时把 φ1(x2) 给调成 1, 所以干脆摆烂, 这样系数还干净.

命题 1.3.1 (作业). {φi(x)}mi=0 线性无关.

证明.
λ0 + λ1(x− x0) + λ2(x− x0)(x− x1) + · · ·+ λm(x− x0) · · · (x− xm−1) = 0

取 x = x0 推得 λ0 = 0. 再取 x = x1 得 λ1 = 0. 以此类推.

接下来我们看一下此时怎么确定

pm(x) = a0φ0(x) + a1φ1(x) + · · ·+ amφm(x)

中的系数. 我们有三个观察, 首先注意到有

pm(x) = pm−1(x) + amφm(x),

这是因为 φm 在 x0, · · · , xm−1 处全为零, 即 amφm(x) 这一项对 pm(x) 在 x0, · · · , xm−1 处的值没有

影响, 所以除去这部分就是插值前 m 个节点的插值多项式. 从这里看出来, 采用牛顿插值, 我们不仅
可以复用基函数, 在计算插入新节点后的插值多项式时还可以复用之前的插值多项式. 另一个观察
是 am 就是 pm 中 xm 前的系数, 由插值多项式的存在唯一性, 我们可以利用 Lagrange 插值

pm(x) =
m∑
i=0

f(xi)li(x)

来计算 am. 直接可以从上式与 li(x) 的定义读出 pm(x) 的最高阶项次数就是

am =
m∑
i=0

f(xi)
1∏

j ̸=i(xi − xj)
.
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第三个观察是我们可以递归地计算出 ai, 首先在 x = x0 处取值可以计算出

a0 = f(x0) =: [x0]f

然后在 x = x1 处取值得到

[x1]f = [x0]f + a1(x1 − x0) =⇒ a1 =
[x1]f − [x0]f

x1 − x0

=: [x0, x1]f

然后在 x = x2 处取值得到

[x2]f = [x0]f + [x0, x1]f · (x2 − x0) + a2(x2 − x1)(x2 − x0)

[x2]f − [x1]f + [x1]f − [x0]f = [x0, x1]f · (x2 − x0) + a2(x2 − x1)(x2 − x0)

[x1, x2]f · (x2 − x1) + [x0, x1]f · (x1 − x0) = [x0, x1]f · (x2 − x0) + a2(x2 − x1)(x2 − x0)

[x1, x2]f · (x2 − x1)− [x0, x1]f · (x2 − x1) = a2(x2 − x1)(x2 − x0)

a2 =
[x1, x2]f − [x0, x1]f

x2 − x0

=: [x0, x1, x2]f

然后在 x = x3 处取值, 移项并合并产生更高阶项, 得到

[x2, x3]f · (x3 − x2) + [x1, x2]f · (x2 − x1) + [x0, x1]f · (x1 − x0)

=[x0, x1]f · (x3 − x0) + [x0, x1, x2]f · (x3 − x1)(x3 − x0) + a3(x3 − x2)(x3 − x1)(x3 − x0)

移项并插入中间项得到

[x2, x3]f · (x3 − x2)− [x1, x2]f · (x3 − x2) + [x1, x2]f · (x3 − x1)− [x0, x1]f · (x3 − x1)

=[x0, x1, x2]f · (x3 − x1)(x3 − x0) + a3(x3 − x2)(x3 − x1)(x3 − x0)

合并产生更高阶项得到

[x1, x2, x3]f · (x3 − x2)(x3 − x1) + [x0, x1, x2]f · (x3 − x1)(x2 − x0)

= [x0, x1, x2]f · (x3 − x1)(x3 − x0) + a3(x3 − x2)(x3 − x1)(x3 − x0)

移项得到

[x1, x2, x3]f · (x3 − x2)(x3 − x1)− [x0, x1, x2]f · (x3 − x2)(x3 − x1) = a3(x3 − x2)(x3 − x1)(x3 − x0)

=⇒ a3 =
[x1, x2, x3]f − [x0, x1, x2]f

x3 − x0

=: [x0, x1, x2, x3]f

一般的, 在 x = xm 处取值得到

[xm]f = [x0]f + [x0, x1]f · (xm − x0) + · · ·+ am(xm − xm−1) · · · (xm − x0)

接下来我们将归纳证明, 将式子右侧的前 k 项挪到式子左侧, 会得到

m−k+1∑
i=1

[xm−i+2−k, · · · , xm−i+1]f · (xm − xm−i) · · · (xm − xm−i+2−k)− [xm−i+1−k, · · · , xm−i]f · (xm − xm−i) · · · (xm − xm−i+2−k)
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当 k = 1 时, 这就是
m∑
i=1

[xm−i+1]f − [xm−i]f = [xm]f − [xm−1]f + [xm−1]f − [xm−2]f + · · ·+ [x1]f − [x0]f

这是显然的, 假设上式对 k 成立, 下证对 k + 1 成立, 对 k 的式子变形并移项得

=

m−k+1∑
i=1

[xm−i+1−k, · · · , xm−i+1]f ·(xm−xm−i) · · · (xm−xm−i+2−k)(xm−i+1−xm−i+1−k)−[x0, · · · , xk]f ·(xm−xk−1) · · · (xm−x0)

要证这玩意等于

m−k∑
i=1

[xm−i+1−k, · · · , xm−i+1]f ·(xm−xm−i) · · · (xm−xm−i+1−k)−[xm−i−k, · · · , xm−i]f ·(xm−xm−i) · · · (xm−xm−i+1−k)

首先可以看到含 [xm−k, · · · , xm] 的项是一样的, 接下来就是证

− [xm−j−k, · · · , xm−j ]f · (xm − xm−j) · · · (xm − xm−j+1−k) + [xm−j−k, · · · , xm−j ]f · (xm − xm−j−1) · · · (xm − xm−j−k)

=[xm−j−k, · · · , xm−j ]f · (xm − xm−j−1) · · · (xm − xm−j+1−k)(xm−j − xm−j−k)

即证

−(xm −xm−j) · · · (xm −xm−j+1−k)+(xm −xm−j−1) · · · (xm −xm−j−k) = (xm −xm−j−1) · · · (xm −xm−j+1−k)(xm−j −xm−j−k)

消去公因式, 即证
−(xm − xm−j) + (xm − xm−j−k) = xm−j − xm−j−k

这是显然的. 最后还需要额外验证
−[x0, · · · , xk]f ·(xm−xk) · · · (xm−x1) = [x0, · · · , xk]f ·(xm−xk−1) · · · (xm−x1)(xk−x0)−[x0, · · · , xk]f ·(xm−xk−1) · · · (xm−x0)

即证

−(xm − xk) · · · (xm − x1) = (xm − xk−1) · · · (xm − x1)(xk − x0)− (xm − xk−1) · · · (xm − x0)

消去公因式, 即证
−(xm − xk) = (xk − x0)− (xm − x0),

这是显然的. 所以当 k = m 时我们得到

[x1, · · · , xm]f · (xm −xm−1) · · · (xm −x1)− [x0, · · · , xm−1]f · (xm −xm−1) · · · (xm −x1) = am(xm −xm−1) · · · (xm −x1)(xm −x0)

=⇒ am =
[x1, · · · , xm]f − [x0, · · · , xm−1]f

xm − x0

定义 1.3.2. 设 {xi}mi=0 是 [a, b] 中互异的 m+ 1 个节点, f 是定义在 [a, b] 上的函数. 定义

[x0, · · · , xm]f :=
[x1, · · · , xm]f − [x0, · · · , xm−1]f

xm − x0

=
m∑
i=0

f(xi)
1∏

j≠i(xi − xj)
=

D

(
x0 x1 · · · xm−1 xm

1 x · · · xm−1 f

)

D

(
x0 x1 · · · xm−1 xm

1 x · · · xm−1 xm

)

命题 1.3.3. 设 σ ∈ Sm+1 是一个全排列, 则 [x0, · · · , xm]f = [xσ(0), · · · , xσ(m)]f .

证明. 从差商是 Lagrange 插值多项式的首项系数的定义来看是显然的.
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命题 1.3.4. 从差商是 Lagrange 插值多项式的首项系数的定义验证递归定义成立.

证明.

[x1, . . . , xm]f − [x0, . . . , xm−1]f =
m∑
i=1

f(xi)
m∏

k=1
k ̸=i

1

xi − xk

−
m−1∑
i=0

f(xi)
m−1∏
k=0
k ̸=i

1

xi − xk

=f(xm)
m−1∏
k=1

1

xm − xk

− f(x0)
m−1∏
k=1

1

x0 − xk

+
m−1∑
i=1

f(xi)
m−1∏
k=1
k ̸=i

1

xi − xk

(
1

xi − xm

− 1

xi − x0

)

=f(xm)
m−1∏
k=1

1

xm − xk

− f(x0)
m−1∏
k=1

1

x0 − xk

+
m−1∑
i=1

f(xi)
m−1∏
k=1
k ̸=i

1

xi − xk

xm − x0

(xi − xm)(xi − x0)

=(xm − x0)

f(xm)

m−1∏
k=0

1

xm − xk

+ f(x0)
m∏

k=1

1

x0 − xk

+
m−1∑
i=1

f(xi)
m∏

k=0
k ̸=i

1

xi − xk



命题 1.3.5. 设 f ∈ Cm[a, b], 则存在 ξ ∈ (a, b) 使得

[x0, x1, · · · , xm]f =
f (m)(ξ)

m!

证明. 令 e(x) = f(x)− Pm(x), 则它是以 {xi}mi=0 为零点的函数, 由 Rolle 中值定理, 存在 ξ ∈ (a, b)

使得 e(m)(ξ) = 0, 而 P
(m)
m (ξ) = m![x0, · · · , xm]f = f (m)(ξ).

例 1.3.6 (作业). 计算 f = xn 的各阶差商.

[x0, · · · , xm]f =


0 m > n

1 m = n

? m < n
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1.4 误差估计
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1.5 Hermite 插值

设

a ⩽ x1 < x2 < · · · < xr ⩽ b

为插值节点, 对节点 xi, 给定 li ⩾ 1 个实数

y
(k)
i = f (k)(xi), k = 0, · · · , li − 1

记
∑r

i=1 li = m+ 1. Hermite 问题: 寻找一个 m 次多项式 Hm(x) ∈ Pm 满足插值条件

H(k)
m (xi) = y

(k)
i , k = 0, · · · , li − 1, i = 1, · · · , r.

定理 1.5.1. 满足上述插值条件的多项式 Hm(x) ∈ Pm 存在且唯一.

假设 {ui(x)}mi=0 是 Pm 的一组基, 设 Hm(x) =
∑m

i=0 ciui(x), 代入 Hermite 插值条件有

c0u0(x1) + c1u1(x1) + · · ·+ cmum(x1) = f(x1)

c0u
(1)
0 (x1) + c1u

(1)
1 (x1) + · · ·+ cmu

(1)
m (x1) = f (1)(x1)

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·

c0u
(l1−1)
0 (x1) + c1u

(l1−1)
1 (x1) + · · ·+ cmu

(l1−1)
m (x1) = f (l1−1)(x1)

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·

则关于 {ci}mi=0 的系数矩阵为

B =



u0(x1) u1(x1) · · · um(x1)

Du0(x1) Du1(x1) · · · Dum(x1)
...

... . . . ...
Dl1−1u0(x1) Dl1−1u1(x1) · · · Dl1−1um(x1)

...
... . . . ...

u0(xr) u1(xr) · · · um(xr)
...

... . . . ...
Dlr−1u0(xr) Dlr−1u1(xr) · · · Dlr−1um(xr)


证明一. B 可逆 ⇔ Bx = 0 只有零解, 即满足齐次 Hermite 插值条件的只有零解. 数零点个数.

证明二. 根据尽可能简化矩阵 B 的思路, 选取

u0(x) = 1, u1(x) = x−x1, · · · , ul1−1 = (x−x1)
l1−1, ul1 = (x−x1)

l1 , · · · , um(x) = (x−x1)
l1 · · · (x−xr)

lr−1

定义 1.5.2. 给定节点

t1 ⩽ t2 ⩽ · · · ⩽ tm+1 = x1 = · · · = x1︸ ︷︷ ︸
l1

< x2 = · · · = x2︸ ︷︷ ︸
l1

< · · · < xr = · · · = xr︸ ︷︷ ︸
lr

定义函数 f(x) 在 t1, · · · , tm+1 处的差商为满足 Hermite 插值条件

H(k)
m (xi) = f (k)(xi), k = 0, · · · , li − 1, i = 1, · · · , r.

的插值多项式 Hm(x) 的首项系数, 记作 [t1, · · · , tm+1]f .
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定理 1.5.3 (Cramer 法则).

[t1, · · · , tm+1]f = D

(
t1 · · · tm tm+1

1 · · · xm−1 f

)/
D

(
t1 · · · tm tm+1

1 · · · xm−1 xm

)

命题 1.5.4. 将出现在上式分母中的行列式称作带重节点的 Vandermonde 行列式, 证明

V (t1, · · · , tm) =
∏

1⩽i<j⩽r

(xi − xj)
lilj

r∏
i=1

li−1∏
k=1

k!

证明.

定理 1.5.5.

[t1, · · · , tm+1]f =
r∑

i=1

li∑
j=1

αijD
j−1f(xi)

推论 1.5.6.

定理 1.5.7. 如果 t1 < tm+1, 那么

[t1, · · · , tm+1]f =
[t2, · · · , tm+1]f − [t1, · · · , tm]f

tm+1 − t1

如果 t1 = · · · = tm+1, 那么
[t1, · · · , tm+1]f =

1

m!
D(m)f(t1)

证明.

推论 1.5.8. 若 Dmf(x) = 0, 则 [t1, · · · , tm+1]f = 0
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1.6 差商的性质

命题 1.6.1 (Leibniz 公式). 对光滑函数 f, g, 有

[t1, · · · , tm+1](f · g) =
m+1∑
i=1

[t1, · · · , ti]f · [ti, · · · , tm+1]g

证明一. 设 p, q 是 f, g 满足 t1, · · · , tm+1 作为插值条件的 Hermite 插值问题的解.

p =
m∑
i=1

(x− t1) · · · (x− ti)[t1, · · · , ti]f

q =
m∑
i=1

(x− ti+1) · · · (x− tm+1)[ti, · · · , tm+1]g

证明二. 当 m = 0 时,

[t1](f · g) = (f · g)(t1) = f(t1) · g(t1) = [t1]f · [t1]g

假设对 m 个插值节点成立, 下面推对 m+ 1 个插值节点成立.

(1) 当 t1 = · · · = tm+1,
[t1, · · · , tm+1](f · g) = Dm

m!
(f · g)(t1)

LHS =
m+1∑

i

D(i−1)f

(i− 1)!
(t1) ·

Dm+1−ig

(m+ 1− i)!
(t1) =

1

m!

m∑
i=0

(
m

i

)
Dif(t1) ·Dm−ig(t1) =

Dmf · g(t1)
m!

(2) 若 t1 < tm+1

[t1, · · · , tm+1](f · g) = [t2, · · · , tm+1](f · g)− [t1, · · · , tm](f · g)
tm+1 − t1

=

∑m+1
i=2 [t2, · · · , ti]f · [ti, · · · , tm+1]g −

∑m
i=1[t1, · · · , ti]f · [ti, · · · , tm]g

tm+1 − t1

看分子

m+1∑
i=2

((ti − t1)[t1, · · · , ti]f + [t1, · · · , ti−1]f) [ti, · · · , tm+1]g−
m∑
i=1

[t1, · · · , ti] (−(tm+1 − ti)[ti, ti+1, · · · , tm+1]g + [ti+1, · · · , tm+1]g)

注意
m+1∑
i=2

[t1, · · · , ti−1]f · [ti, · · · , tm+1]g =
m∑
i=1

[t1, · · · , ti]f · [ti+1, · · · , tm+1]g

从而上式为

m+1∑
i=2

(ti − t1)[t1, · · · , ti]f · [ti, · · · , tm+1]g +
m∑
i=1

(tm+1 − ti)[t1, · · · , ti]f · [ti, · · · , tm+1]g

=
m+1∑
i=1

[t1, · · · , ti]f · [ti, · · · , tm+1]g(tm+1 − t1)



CHAPTER 1. 差商 13

推论 1.6.2.
[t1, · · · , tm+1](x− tm+1)f = [t1, · · · , tm]f

命题 1.6.3. 当 εi → 0 时, 若 {ti,εi}n+1
i=1 是 [t1, tn] 的某个分割，则

{ti}n+1
i=1 → {ti}n+1

i=1

对光滑函数 f 有：

lim
ϵi→0

n+1∑
i=1

f(ti, ξi)∆ti =

∫ tn

t1

f(t) dt

证明. 只需（真的吗？）针对节点 ti, 做扰动 ε. 设原插值节点为

t1 ⩽ · · · ⩽ ti−1 < ti = ti+1 = · · · = ti+l−1 < ti+l ⩽ · · · ⩽ tm+1

做扰动 ε 后

t1 ⩽ · · · ⩽ ti−1 < ti+1 = · · · = ti+l−1 < ti + ε < ti+l ⩽ · · · ⩽ tm+1

[t1, · · · , ti + ε, ti+1, · · · , tm+1]f =
D

D

命题 1.6.4.
∂

∂ti
[t1, · · · , tm+1]f = [t1, · · · , ti−1, ti, ti, ti+1, · · · , tm+1]f

证明.
∂

∂
[]f =

命题 1.6.5.

证明.

例 1.6.6. 求 H3(x) 满足 H3(1) = 1,H ′
3(1) = 2,H3(2) = 2,H ′

4(2) = 3.

解.
i 右 左

(
右, 左

)
1 1 1′ (右 = 2)

2 1 1′ (右 = 1)

3 2 2′ (右 =)

4 2 2′

例 1.6.7.
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1.7 样条空间

定义 1.7.1. 设 [a, b] 给定, 有分割 ∆ = {xi}ki=1 满足

a = x0 < x1 < · · · < xk < xk+1 = b

将 [a, b] 分为 k + 1 个小区间 Ii := [xi, xi+1)(i = 0, 1, · · · , k − 1), Ik := [xk, xk+1]. 称空间

Sµ
m(∆) :=

{
s(x) | s(x)

∣∣
Ii
=: si(x) ∈ Pm(Ii), i = 0, · · · , k,Djsi−1(xi) = Djsi(xi), i = 1, · · · , k, j = 0, · · · , µi

}
为 m 次 µ 阶光滑样条空间, 其中 µ = (µ1, · · · , µk), µi 在 −1 到 m 之间取值.

引理 1.7.2. 证明 Sµ
m(∆) 为一个有限维线性空间.

证明. 容易看出 Sµ
m(∆) 是一个线性空间, 为了证明它是有限维的, 只需构造如下单线性映射

ι : Sµ
m(∆) −→ Pm(I0)× · · · × Pm(Ik), s(x) 7−→ (s0(x), · · · , sk(x)).

定义 1.7.3. 由 Dµisi−1(xi) = Dµisi(xi) 产生的代数条件

si(x) = si−1(x) + ci(x)(x− xi)
µi+1

其中 ci(x) 称为 x = xi 处的光滑余因子.

1, x, · · · , xm,

定理 1.7.4.

dimSµ
m(∆) = m+ 1 +

k∑
i=1

(m− µi)

证明. 构造子空间, 然后是直和.

定义 1.7.5. 记

x0
+ :=

1 x ⩾ 0

0 x < 0

−1 1

1

x

x0
+

−1 1

1

x

x1
+

−1 1

1

x

x2
+

−1 1

1

x

x3
+

定理 1.7.6. 对任意 s(x) ∈ Sµ
m(∆), 存在 s0(x) ∈ Pm 以及 {αij}k,m−µi−1

i=1,j=1

s(x) = s0(x) +
k∑

i=1

m−µi−1∑
j=1

αij(x− xi)
µi+j
+
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推论 1.7.7.
{
ρij(x) = (x− xi)

µi+j
+

}k,m−µi−1

i=1,j=1
是 Sµ

m(∆) 的一组基.

1, x, · · · , xm︸ ︷︷ ︸
m+1个

, (x− x1)
µ1+1
+ , · · · , (x− x1)

m
+︸ ︷︷ ︸

m−µi个

, · · · , (x− xk)
µk+1
+ , · · · , (x− xk)

m
+︸ ︷︷ ︸

m−µk个

例 1.7.8. 考虑 m = 2, ∆: a = 0 < 1 < 2 < 3 < 4 = b, µ = (0, 0, 0)

span
{
(x− 0)0+, (x− 0)1+, (x− 0)2+, (x− 1)1+, (x− 1)2+, (x− 2)1+, (x− 2)2+, (x− 3)1+, (x− 3)2+

}
推论 1.7.9. 考虑 µ = (−1, · · · ,−1)

命题 1.7.10. f(x) = (x− xi)
r
+ 在 x = xi 处是 Cr−1 连续的.

例 1.7.11. m = 1, [a, b] = [0, 5],∆ = {1, 2, 3, 4} , µ = (0, 0, 0, 0), 基函数为

(x− 0)

这个其实就是因为，在同一段区间上，几个线性相关，所以从理论上我们肯定有能力找到几个

参数使得叠加起来是 0
就其实这些东西无关是因为起点不一样，每个人负责提供一小段上的

(x− xi)
t
+ 与 (x− xj)

t
+

当 x > xj 时,deg[(x− xi)
t
+ − (x− xj)

t
+] = t− 1

求导, 指对 x 求导, 感觉像求导一样.
考虑 [0, 1](x− 1)1+

格式很像差商

[xi, xi+1, · · · , xi+p+1](x− t)p+ 与 Sµ
m(∆)
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1.8



Chapter 2

B 样条的性质

2.1 基本性质

定义 2.1.1. 给定重节点序列 t1 ⩽ · · · ⩽ tn+m+1, 对于 i = 1, 2, · · · , n, 定义第 i 个 B 样条函数

Bi,m,t(x) = (ti+m+1 − ti)[ti, ti+1, · · · , ti+m+1](t− x)m+

命题 2.1.2. 当 m = 0 时,

Bi,t(x) = (ti+1 − ti)[ti, ti+1](t− x)0+ = [ti+1](t− x)0+ − [ti](t− x)0+ = 1, ti < x ⩽ ti+1

命题 2.1.3. 假设 ti < ti+1 = · · · = ti+m+1, 则

Bi,m(x) =

(
x− ti

ti+m+1 − ti

)m

, ti ⩽ x < ti+m+1

命题 2.1.4. 令 ti ⩽ · · · ⩽ ti+m+1 = x1 · · ·x1 < · · · < xr · · ·xr, 则

Bi,m,t =

r∑
j=1

l∑
k=1

αjk(xi − x)m−k+1
+ , j = 1, · · · , r, k = 0, · · · ,m− lj

命题 2.1.5 (局部性).

Bi,m(x) =

0 x /∈ (ti, ti+m+1]

> 0 x ∈ (ti, ti+m+1]

证明. 当 x > ti+m+1 时, 关于 t 的函数 (t− x)m+ 在 [ti, ti+m+1] 上恒为 0, 所以 Bi,m(x) = 0.
当 x < ti 时, (t− x)m+ 在 [ti, ti+m+1] 上就是 m 次多项式 (t− x)m, 所以 Bi,m(x) = 0.

推论 2.1.6. 对于 [ti, ti+1], 仅有 m+ 1 个非零 B 样条.

命题 2.1.7 (de Boor-Cox 递推公式). 给定重节点序列 t1 ⩽ · · · ⩽ tn+m+1, 则

Bi,m(x) =
x− ti

ti+m − ti
Bi,m−1(x) +

ti+m+1 − x

ti+m+1 − ti+1

Bi+1,m−1(x)

证明.
Bi,m,t(x)

ti+m+1 − ti
= [ti, · · · , ti+m+1](t− x)m+

17
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= [ti, · · · , ti+m+1](t− x)(t− x)m−1
+

= [ti]g(t) · [ti, · · · , ti+m+1]h(t) + [ti, ti+1]g(t) · [ti+1, · · · , ti+m+1]h(t)

= (ti − x)[ti, · · · , ti+m+1]h(t) + [ti+1, · · · , ti+m+1]h(t)

= (ti − x)
[ti+1, · · · , ti+m+1]h(t)− [t1, · · · , ti+m]h(t)

ti+m+1 − ti
+ [ti+1, · · · , ti+m+1]h(t)

Bi,m,t(x) = (ti − x)([ti+1, · · · , ti+m+1]h(t)− [t1, · · · , ti+m]h(t)) + (ti+m+1 − ti)[ti+1, · · · , ti+m+1]h(t)

= (ti+m+1 − ti)[ti+1, · · · , ti+m+1]h(t) + (x− ti)[ti, · · · , ti+m]h(t)

=
ti+m+1 − x

ti+m+1 − ti+1

Bi+1,m−1(x) +
x− ti

ti+m − ti
Bi,m−1(x)
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2.2 B 样条的分析性质

命题 2.2.1. 对于 m ⩾ 1,

D+Bi,m(x) = m

(
Bi,m−1(x)

ti+m − ti
− Bi+1,m−1(x)

ti+m+1 − ti+1

)
证明.

Bi,m(x) = (ti+m+1 − ti)[ti, · · · , ti+m+1](t− x)m+

= [ti+1, · · · , ti+m+1](t− x)m+ − [ti, · · · , ti+m](t− x)m+

D+Bi,m(x) = m(−[ti+1, · · · , ti+m+1](t− x)m−1
+ + [ti, · · · , ti+m](t− x)m−1

+ )

命题 2.2.2. 对于 m ⩾ 1,

Dr
+Bi,m(x) =

m

m− r

(
x− ti

ti+m − ti
DrBi,m−1(x)−

ti+m+1 − x

ti+m+1 − ti+1

DrBi+1,m−1(x)

)
证明.

命题 2.2.3. ∫ ti+m+1

ti

Bi,m(x)dx =
ti+m+1 − ti

m+ 1

证明.

0 =

∫ ti+m+2

ti

D+Bi,m+1(x)dx =
m+ 1

ti+m+1 − ti

∫ ti+m+1

ti

Bi,m(x)dx− m+ 1

ti+m+2 − ti+1

∫ ti+m+2

ti+1

Bi+1,m(x)dx

记

Ji =
m+ 1

ti+m+1 − ti

∫ ti+m+1

ti

Bi,m(x)dx

则上式等价于 Ji = Ji+1, 构造 {si} 满足

s1 = · · · = sm+1 = a, sm+2+j = ti+j , j = 0, 1, · · · ,m+ 1

则有

J1 =
m+ 1

sm+2 − s1

∫ sm+2

s1

(sm+2 − x)m

(sm+2 − s1)m
dx = 1

命题 2.2.4. 对 Bi,m(x) 考察端点处的连续性, 以 ti 为例

(1) (−1)k+m−αiDk
+Bi,m(ti) = 0, k = 0, 1, · · · ,m− αi

(2) (−1)k+m−αiDk
+Bi,m(ti) > 0, k = m− αi + 1, · · · ,m
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2.3 B 样条的代数性质

考虑节点 t1 ⩽ · · · ⩽ tn+m+1, 考虑 B 样条基函数 B1,m, · · · , Bn,m.

Bi,m(x) = [ti+1, · · · , ti+m+1](t− x)m+ − [ti, · · · , ti+m](t− x)m+

令 P x
i (t) ∈ Pm 是关于函数 f(t) = (t− x)m+ 插值于 ti, · · · , ti+m 的插值多项式, 那么 P x

i+1(t)− P x
i (t)

是以 ti+1, · · · , ti+m 为零点的多项式, 那么

P x
i+1(t)− P x

i (t) = c(t− ti+1) · · · (t− ti+m)

根据差商的定义, 常数 c 其实就是 Bi,m(x), 所以我们得到

P x
i+1(t)− P x

i (t) = Bi,m(x)(t− ti+1) · · · (t− ti+m) =: Bi,m(x)ρi,m(t), i = 1, · · · , n

对 i 从 1 到 n 求和得到

P x
n+1(t)− P x

1 (t) =
n∑

i=1

Bi,m(x)ρi,m(t).

分析 P x
n+1(t), 它与 f(t) = (t − x)m+ 在 tn+1, · · · , tn+1+m 处一致, 而当 x < tn+1 时, (t − x)m+ 在

[tn+1, tn+1+m] 就是 (t − x)m, 所以此时 P x
n+1(t) = (t − x)m. 再分析 P x

1 (t), 它与 f(t) = (t − x)m+ 在

t1, · · · , tm+1 处一致, 而当 x > tm+1 时, (t− x)m+ 在 [t1, tm+1] 就是 0, 所以此时 P x
1 (t) = 0.

定理 2.3.1 (Marsden 恒等式). 任意 x ∈ [tm+1, tn+1], 任意 y ∈ R, 有

(y − x)m =
n∑

i=1

ρi,m(y)Bi,m(x).

推论 2.3.2. 任意 x ∈ [tm+1, tn+1], 任意 0 ⩽ r ⩽ m, 有

xr =
n∑

i=1

ci,rBi,m(x)

推论 2.3.3. 任意 x ∈ [tµ, tµ+1],

xr =

µ∑
i=µ−m

ci,rBi,m(x)

定理 2.3.4 (Curry-Schoenberg). 1
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2.4 等距节点 B 样条

定义 2.4.1. 取 t = [0, 1, · · · ,m+ 1], 记 Nm(x) = B0,t,m(x).

定义 2.4.2. 当 ti+1 − ti = h 时, 称 Bi,m(x) 为等距节点 B 样条.

命题 2.4.3. 设 t = (ti, · · · , ti+m+1), t
′ = (ti + y, · · · , ti+m+1 + y), 则 Bi,t′,m = Bi,t,m(x− y).

证明.

引理 2.4.4.
[ati, · · · , ati+m+1]f(t) =

1

am+1
[ti, · · · , ti+m+1]f(at)

推论 2.4.5. 设 t′′ = (ati + b, · · · , ati+m+1 + b), 则

Bt′′,m(x) =
1

a
Bt,m(

x− b

a
).

命题 2.4.6.
Nm(x) =

x

m
Nm−1(x) +

m+ 1− x

m
Nm−1(x)

命题 2.4.7. ∫ m+1

0

Nm(x)dx = 1

命题 2.4.8.
Nm(x) = Nm(m+ 1− x)

命题 2.4.9.
D+N

m(x) = Nm−1(x)−Nm−1(x− 1)

命题 2.4.10.

Nm(x) =
1

m!

m+1∑
i=0

(−1)m+1−i

(
m+ 1

i

)
(i− x)m+

命题 2.4.11.
∆r

hf(t) = r!hr[t, t+ h, · · · , t+ rh]f(t)
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B 样条的相关算法

3.1 de Boor 算法

考虑 B 样条函数 s(x) =
∑n

i=1 ciBi,m(x), 求 s(x), s′(x) 在一点 x = x0 处的函数值. 设 x0 ∈
[tµ, tµ+1], 则在这个区间上非零的 B 样条为 Bµ−m,m 到 Bµ,m, 则

s(x) =
n∑

i=1

ciBi,m(x) =

µ∑
i=µ−m

ciBi,m(x)

=

µ∑
i=µ−m

ci

(
x− ti

ti+m − ti
Bi,m−1(x) +

ti+m+1 − x

ti+m+1 − ti+1

Bi+1,m−1(x)

)

=

µ∑
i=µ−m+1

(
ti+m − x

ti+m − ti
ci−1 +

x− ti
ti+m − ti

ci

)
Bi,m−1(x)

记 ci 为 c
[0]
i , 则我们有如下 de Boor 算法

c
[r]
i =

ti+m+1−r − x

ti+m+1−r − ti
c
[r−1]
i−1 +

x− ti
ti+m+1−r − ti

c
[r−1]
i−1

例 3.1.1.

命题 3.1.2.

s′(x) =
n∑

i=1

ciB
′
i,m(x) =

n∑
i=1

cim () =
n∑

i=2

m

(
ci − ci−1

ti+m − ti

)
Bi,m−1(x)

22
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3.2 节点插入算法

问题: 考虑 t = (t1, · · · , tn+m+1) 对应 n 个 B 样条基 B1,t, · · · , Bn,t, 在区间 [tµ, tµ+1) 内插入一

个新节点 z, 得到 τ = (τ1, · · · , τn+m+2) = (t1, · · · , tµ, z, tµ+1, · · · , tn+m+1), 对应 n + 1 个 B 样条基
B1,τ , · · · , Bn+1,τ , 看 {B1,t, · · · , Bn,t} 与 {B1,τ , · · · , Bn+1,τ} 之间的关系.

引理 3.2.1. St
m ⊂ Sτ

m.

证明. 任取 s(x) ∈ St
m

(1) z 6= tµ.

(2) z = tµ. 设 s(x) 在 tµ 处光滑性为 pi, 则 s(x) ∈ Cpi ⊂ Cpi−1 .

因为 z ∈ [tµ, tµ+1), 有一个简单的观察Bi,t = Bi,τ , i = 1, · · · , µ−m− 1

Bi,t = Bi+1,τ , i = µ+ 1, · · · , n

引理 3.2.2.

[x0, · · · , xk]f =
z − x

xk − x0

[x0, · · · , xk−1, z]f +
xk − z

xk − x0

[x1, · · · , xk, z]f

证明.

[x0, · · · , xk]f =
[x1, · · · , xk]f − [x0, · · · , xk−1]f

xk − x0

=
[x1, · · · , xk−1, z]f − [x0, · · · , xk−1]f + [x1, · · · , xk]f − [x1, · · · , xk−1, z]f

xk − x0

=
(z − x0)[x0, · · · , xk−1, z]f + (xk − z)[x1, · · · , xk, z]f

xk − x0

定理 3.2.3. 
Bµ−m,t(x) = Bµ−m,τ (x) +

tµ+1 − z

tµ+1 − tµ−m+1

Bµ−m+1,τ (x)

Bi,t(x) =
z − ti

ti+m − ti
Bi,τ (x) +

ti+m+1 − z

ti+m+1 − ti+1

Bi+1,τ (x)

Bµ,t(x) =
z − tµ

tµ+m − tµ
Bµ,τ (x) +Bµ+1,τ (x)

s(x) =
n∑

i=1

ciBi,t(x) =
n+1∑
i

biBi,τ (x)

定理 3.2.4 (Boehm 算法).

bi =


ci 1 ⩽ i ⩽ µ−m

ti+m−z
ti+m−ti

ci−1 +
z−ti

ti+m−ti
ci µ−m+ 1 ⩽ i ⩽ µ

ci−1 µ+ 1 ⩽ i ⩽ n+ 1

例 3.2.5.
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3.3 开花算法

定理 3.3.1. 对于任一 n 次多项式 F (x), 存在唯一的映射 f 满足

(1) f 是对称的.

(2) f 关于每个变量是仿射的.

(3) f(u, · · · , u) = F (u)

此时称 f 是 F 的开花多项式.
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3.4 层次 B 样条
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样条插值与逼近

4.1 变差减缩性

定义 4.1.1 (强符号改变). 令 c = (ci)
n
i=1 ∈ Rn, 定义 S−(c) : c → R 表示 c 中元素的符号改变次数.

例 4.1.2.
S−(1,−2) = 1, S−(1, 0,−1, 3, 2) = 2.

引理 4.1.3. 令 s(x) =
∑n

i=1 ciBi,t(x) =
∑n+1

i=1 biBi,τ (x), 其中 τ 是由 t 插入一个节点得到. 则

S−(b) ⩽ S−(c),

其中 b = (bi)
n+1
i=1 , c = (ci)

n
i=1.

证明. 由 Boehm 算法

bi = (1− αi)ci−1 + αici, i = 1, 2, · · · , n+ 1, 0 ⩽ αi ⩽ 1, c0 = cn+1 = 0

那么 bi 至少与 ci−1 和 ci 中一个符号相同, 所以

S−(c) = S−(b1, c1, b2, c2, b3, · · · , bn, cn, bn+1) ⩾ S−(b).

推论 4.1.4. 令 s(x) =
∑n

i=1 Bi,t(x) =
∑k

i=1 biBi,τ (x), 其中 τ 是由 t 插入 k − n 个节点得到. 则

S−(b) ⩽ S−(c).

定理 4.1.5 (VDP). 令 s(x) =
∑n

i=1 ciBi,t(x), x ∈ I, 则 S−(s(x)) ⩽ S−(c), c = (ci)
n
i=1

定义 4.1.6. 定义 r = S−(f(x)) 为 f(x) 在 I 上的符号改变数, 如果存在 r+1 个数 x1 < x2 < · · · <
xr+1 ∈ I 满足

S−(f(x1), · · · , f(xr+1)) = r

且这样的 r 是最大的.

26
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证明. 令 r = S−(s(x)) 且 (xi)
r+1
i=1 为 r + 1 个递增的数满足

S−(s(x1), · · · , s(xr+1)) = r

于是可以在 t 中插入节点 xi, i = 1, 2, · · · , r + 1 使得 xi 的重数达到 m(m 为样条次数), 记新的
节点向量为 τ . 对于每个点 xi 而言, 仅有一个 B 样条基函数 Bji,τ (x) 在 xi 处为 1, 于是 s(xi) = bji .

从而

S[(s(x1), · · · , s(xr+1)) = S−(bj1 , · · · , bjr+1
) ⩽ S−(b) ⩽ S−(c)

定理 4.1.7 (VDP, 平面样条曲线). 令 s(x) =
∑n

i=1 ciBi,t(x), x ∈ I, ci ∈ R2, 令 L 是任一条 R2 中的

直线, 则
S穿过L的次数 ⩽控制多边形穿过L的次数

证明. 假设直线为 L = {p ∈ R2 | p · n− a = 0},n ∈ R2 为单位法向量,a ∈ R 为常数, 令 σ(x) =

s(x) · n− a 是一个数值函数, 于是 S−(σ(x)) 表示 s 穿过 L 的次数.
由于

∑n
i=1 Bi,t(x) ≡ 1, 从而 σ(x) 可以写为 σ(x) =

∑n
i=1 γiBi,τ (x), 其中 γi = ci · n − a 并且

S−(γ) 表示控制多边形穿过 L 的次数, 其中 γ = (γ1, · · · , γn)
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4.2 自然样条与样条插值

问题：给定插值节点 (xi, yi),i = 1, 2, · · · , n, 定义 m 次样条空间 St
m(∆),∆ = {x1, · · · , xn}, 但

dimSt
m(∆) = m+ 1 + n. 所以需要添加一些限制.

定义 4.2.1.

为自然样条空间, 其中的样条为自然样条.

问题：设 1 ⩽ m ⩽ n.给定区间 [a, b],剖分 {x1, · · · , xn}.寻找 N(x) ∈ NSt
2m−1(∆),插值 (xi, yi)

使得 N(xi) = yi, i = 1, 2, · · · , n.

定理 4.2.2. 上述插值问题解存在唯一.

证明. 证明相应的齐次插值问题解为 0即可.即设N(x) ∈ NSt
2m−1(∆)满足N(xi) = 0, i = 1, 2, · · · , n,

下证 N(x) ≡ 0. 考虑

σ(N) =

∫ b

a

(N
(m)

(x))2dx =
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习题

5.1 第九章

1. 请尝试利用差商作为插值多项式的首项系数的定义, 证明

[t1, · · · , tr]f = [t1, · · · , tr, tr+1](t− tr+1)f.

证明. 设 r − 1 次多项式 p(t) 是于 [t1, · · · , tr] 对函数 f 进行插值的插值多项式, 断言 r 次多项式

(t − tr+1)p(t) 是于 [t1, · · · , tr, tr+1] 对函数 (t − tr+1)f 进行插值的插值多项式. 我们在 t1 处进行比

较, 假设 t1 在原始的节点中出现 l 次, 下面讨论 tr+1 是否是 t1.

• tr+1 6= t1. 只需比较函数与插值多项式在 t1 处从 C0 到 C l−1 阶是否一致

C0 : (t1 − tr+1)f(t1) = (t1 − tr+1)p(t1)

C1 : f(t1) + (t1 − tr+1)f
′(t1) = p(t1) + (t1 − tr+1)p

′(t1)

Cl−1 : (l − 1)f (l−2)(t1) + (t1 − tr+1)f
(l−1)(t1) = (l − 1)p(l−2)(t1) + (t1 − tr+1)p

(l−1)(t1)

• tr+1 = t1. 需要比较函数与插值多项式在 t1 处从 C0 到 C l 阶是否一致

C0 : 0 = 0

C1 : f(t1) = p(t1)

Cl−1 : (l − 1)f (l−2)(t1) = (l − 1)p(l−2)(t1)

Cl : lf
(l−1)(t1) = lp(l−1)(t1)

6. 证明
[ti, ti+1, · · · , ti+m](t− x)m−1

+ = (−1)m[ti, ti+1, · · · , ti+m](x− t)m−1
+

证明.

(t− x)m−1
+ − (−1)m(x− t)m−1

+ = (t− x)m−1((t− x)0+ + (x− t)0+) = (t− x)m−1

29
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